同济 大 学 2005 年 度 高 等 数学 竞赛 试题 
一 . (20 分 ) 选择 题 
1. 设 函数 了 (x) 与 g(X) 均 可 导 ， 且 f(x)<g(x) ， 则 必 有  B  . 
[fa | gar 
(A) f'(x) < 8 (00 (B) lim— <lim ~ 
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(C) f(x) > g(x) (D) [ far<| g(Ddt (Vx) 


2. 设 函数 了 (x) 满足: fr) = 了 (x+2), 了 (0)=0. 又 在 (-1,1) 内 有 了 "(x) =|x|, 则 让- 


CN a (B) 二 (RE 
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3. 设 函数 (Xx) 连续 ， 则 Cf dr = C 
CQx 0 


(A) x (0) (B) 了 7 (C) xf (x°) (D) #f (x° -7°) 
4. 设 连续 函数 = 了 (x) 连续 在 区 间 [-3,~2]、[ 2 ,3 ] 上 的 图 
形 分 别 是 直径 为 1 的 上 、 下 半圆 周 ,在 区 间 [-2,0]、[0,2] > 


上 的 图 形 分 别 是 为 直径 为 2 的 下 、 上 半圆 周 (如 右 图 所 示 ) . 
如 果 G(X) = | Au 那么 以 下 C 是 正确 的 . 


(A) GG) = -G(-3) (B) GO)- 了 了 GO) 


(C) C(-3) = GO) (D ) C(-3) = 36GC2 


二 . (10 分 ) 求 由 方程 Xx? 十 y 一 xXy = 0 确定 的 函数 y= y(X) 在 xX>0 内 的 极 值 ， 并 指出 是 极 大 值 还 
是 极 小 值 . 


解 隐 函 数 求 导 法 ， 得 y’ = 7 = 0 》 


令 y'=0， 将 y= 2x 代 入 方程 ， 得 驻 点 x = 


| 2 1 号 
此 时 y= 地， 求 出 yi1, =-32 (<0), 得 知 y = 是 极 大 人 . 


X=—,y=—,y'=0 
8 了 4 > 


Xx +y = 


2 re 2 
三 ， (10 分 ) 设 曲线 三 : ee 的 线 密度 W(X, y,Z) = z， 求 厂 的 质量 . 


解 7 的 参数 方程 


Xx=C0s 0, y=cosOsinG, zsin0|, 9e| -5,2 | 


, Gel-zx,x].) 


1 1 | . 
(或 X= 一 十 一 C0S0， ee i 
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2 


M = [zas =2| 2sinOVl+cos’ 0d0 =-2|2V+eos 0 d(cosO) = 2 vitear 
a 
=V2+In(+ V2). 


四 . (15 分 ) 设 (2 是 八 分 之 一 球面 z==1-x 一 y (x>0， 


y>0) 与 平面 X=0, y=z，X=2y 所 围 成 的 立体 , 试 求 (2 
解 .2 向 xOy 面 投影 : 


D 


xy 


”= 用 hy 


Xx" +2y =1，x=2y， x=0 围 成 . 
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或 球面 锥 体积 V 本 :RS 是 锥 的 底面 面积 ， 球 半径 R=1) 


万 由 +2y =1，x=2y， x=0 围 成 . 
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= Sin D a : 
| 1 一 一 dop =arcsin -天 一 arcsin 一 天 
ee 1 
V5 ( + sin? 9 有 .5 .5 
故 V = arcsin L arcsin 2 
3 V5 V5 


五 . (15 分 ) 曲线 的 对 称 点 问题 设 平 面 曲 线 上 上 一 点 M 处 的 
曲率 半径 为 D ， 曲 率 中 心 为 4. AN 是 工 在 点 MM 处 的 法 线 ， 法 线 
上 的 两 点 书 与 已 * 分 居于 了 的 两 侧 ， 即 已 位 于 4M 上 ，P ”位 于 
MN 上 , 如 果 已 与 已 * 满 足 | AP]AP*|= D 7 ， 称 点 已 与 已 * 关 于 


2 
现役 1 的 方程 为 y= 池 ， 上 志清 ,1 ] 


(1) 求 点 MM ， 使 得 元 在 M 处 的 法 线 经 过 点 已 ， 并 写 出 法 线 的 参数 方程 ; 
(2 ) 求 点 已 关于 曲线 二 的 对 称 点 已 *. 
x? 
Ee, 
解 (1) 设 M(x,y)eL，PM 切线， 则 党 = -二 即 一 一 =- 一， 
太一 一 光一 一 
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求 出 X=1， wh 1 


1 OA SR 
法 线 方程 7 一 (1)， 即 i 或 2 
yet y=1t+1 


(2) 求 出 曲率 半径 p= 2V2 ， 来 出 向 率 中 心 A (1,3 ] 


| 
3 6 

六 . (15 分 ) 设 册 0 是 曲线 C 外 一 个 定点 ， 当 点 MM 在 曲线 C 上 移动 时 ， 直 线 MM ohM 打出 的 轨迹 称 为 
锥 面 . Mo 称 为 锥 面 的 顶点 ， 曲 线 C 称 为 锥 面 的 准 线 ， 直 线 MoM 则 称 为 锥 面 的 母线 . 


2 
=1] 
“为 准 线 的 锥 面 


现 设 之 是 以 点 Mi(0,3,1) 为 顶点 、 以 圆周 C : | 


(1) 写 出 过 的 方程 ; 
(2) 设 亿 是 民 与 平面 z=0 所 围 成 的 锥 体 (如 右 图 所 示 )， 如 果 2 的 密度 为 常数 ，Z = 0 为 地 平 
面 ， 那 么 如 此 放置 的 (2 会 不 会 倾倒 ? 试 说 明理 由 . 
解 
(1) 设 Myzez ， M,(x0,y0,0)EC, 


A A 0 EX 


MM, MM, ? 有 
一 区 3-y 1-z 


本 


一 3 en 
= 一 ， Jo = 一 一 满足 z 二 0 =1， 
1 一 < 1—z 
故 世 的 方程 为 x +(y-3z) =(1-2)" 
(2) 设 0Q2 的 重心 在 (X,F,z)， 显 然 =0. 
A 
v= [llav=2 ， x 
人 jw -4 
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七 . 15 分 ) 若 DD 是 xOy 面 上 的 无 界 区 域 ，f(x,y) 是 DD 上 的 连续 函数 . VR>0 ， 


Di = DNf6y) x?+y? Rj， 如 果 极限 lim | f(x,y)do 存在 ， 则 称 该 极限 是 (xX,y) 在 DD 上 的 
DR 


fewao Oma 
设 轴 数 P(x,y)， Q(%, 胃 在 Oy 面 上 有 和 连 二 的 偏 导数 ， 且 对 (Xx,y) 关 (0,0)， 有 


[PGx, y)] +[Q(x,y)] < 


了 〈 M 为 常数 )， 证明 (Cauchy ) 二 重 反 常 积分 


2 
用 [总 - 宇 o=0 


解 设 D， Ci = {xy) |x? +y? = R?} 则 按 定义 及 格林 公式 ， 有 
i [名 -全 eo- ma- Si 
施 沁 Ox Oy = lm R—>+% c, 
P+O7. 2aM 
< Pi+Qds < $s 7 ds = >0 (R—>+%) 
C， 加 区 十 y 


故 有 | [总 - 多 io-0 
2D 渣 Ox Oy 


i$Pdr+ Ody 
CR 


